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NOUVELLE MANIERE 


D E 


COMPARER LES OBSERVATIONS DE LA LUNE 

AVEC LA THÉORIE. (*) 

PAR M 1Ï. L. EULER. 


J ’ai propofé autrefois une méthode toute particulière de déterminer 
par la Théorie les dérangemens que les mouvemens des corps 
céleftes Confirent de leur aftion mutuelle ; cette méthode eft immédia- 
tement fondée fur les formules différentielles du fécond degré, que la 
Théorie fournit pour la déterminarion du mouvement, fansqu’onaitbe* 
foin d’en chercher préalablement les intégrales. Pour cet effet je fuppo- 
fe d’abord, que ranr le lieu du corps dont il eft queftion, que fon mou- 
vement, c’eft à dire, fà virefle avec fa direction, fuient exactement con- 
nus pour une époque donnée ; enfuire, Cachant pour ce même tems les 
accélérations que les forces qui agiffènt alors fur le corps y produi- 
fent, j’ai fait voir comment on peut de là affigner le lieu & le mouve- 
ment de ce corps, non feulement pour un inftant après, maïs pour un 
tems affez confidérablc écoulé depuis la première époque. Cependant 
ce tems ne doit pas être pris trop grand , de peur que l'aberration, qui 
croît avec le tems, ne devienne fenfible ; mais, dès qu’on y eft arrivé, 
on n’a qu’à répéter les mêmes opérations pour parvenir à un moment 
deux fois plus éloigné de la première époque: & ainfi on pourra con- 
tinuer le même calcul suffi loin qu’on voudra. 

En Ce fèrvant de cette méthode, on fuir prefque pas à pas le 
corps cclefte dans fon mouvement; '& quand même on n’en pourroit 


Ee 3 


efpc- 


(*) Lft le 6 Févr. 1766. 


efpérer de grands fecours pour l’Aftronomie, il feroit toujours fort 
important de connoîire tous les dérangemens auxquels le corps cft af* 
fujetti d’un inllant à l’autre; cette même conooiftànce ne laifferoit 
pas de nous éclairer très conlid érable ment fur cet intéreHant article de 
l’Aftronomie. 

Je crois qu’il ne feroit pas inutile d’appliquer cette méthode à 
la détermination du mouvement de la Lune; car, quoique les Tables 
Lunaires foient portées à un tel degré de perfection, qu’on ne fHuroit 
prefque efpérer d’en pouffer plus loin la précifion, il n’eft pas fi ai 
d’en tirer pour chaque inftanr les changemens qui fonr caufés tant 
dans la vitefle que dans la direction de la Lune; ôt on n’en fanroit mê- 
me conclure ces élémens que par voie d’approximation, attendu qu’on 
efl obligé de tenir compte de toutes les inégalités qui fe trouvent 
dans les Tables. ' Mais, fuivant cette nouvelle méthode, on parvient 
d’abord à la connoiflance de ces deux élémens, fans avoir befoin d’au- 
cune approximation. Ce qui étant un article très effentiel dans la con- 
noiffance du mouvement de la Lune, on a tout lieu d’efpérer, qu’en 
pourfuivant cette méthode avec tous les foins pofiïbles, on y décou- 
vrira des reflources auxquelles on ne s’attendoir pas, & que c’eft 
prefque le plus (ûr moyen pour porter la Théorie de la Lune au plus 
haut degré de perfection. 

Pour cet effet, il faut commencer par connoitre très exactement 
tant le lieu que le mouvement de la Lune pour une époque donnée, 
d’où l’on puiffe enfuite pourfuivre la Lune prefque pas à pas: & par- 
tant on comprendra aifemenr, que la moindre erreur commife dans 
ces deux élémens doit avec le rems produire des erreurs très groffie- 
res, quoiqu’on puiffe efpérer de remédier à cet inconvénient, dès 
qu’on s’appliquera ù cette recherche. Pour moi, je dois avouer que 
je ne me fens plus ni le courage ni la patience nécefiaires pour entre- 
prendre un travail de cette nature: mais ayant réfléchi fur les différen- 
tes opérations qui y font néceffaircs , j'ai trouvé moyen , en employant 
plufieurs obfcrvations de la Lune, faites pendant plu lîeurs jours confé- 


cutivemenr, d’en conftarer pour le moment de chacune la véritable vi- 
tefie & direction de la Lune, de forte qu’on pourra établir enfuite 
par-là des époques pour y appliquer la méthode mentionnée. 


LEMME. 

Connoiflant pour les abfciffes ^"o, ^ zr i, ^“2, 

£ “ 3 , g 3 4 etc. les appliquées p , r , r, t etc. d’une cour- 

1 

be 3 trouver les valeurs différentielles tant du premier degré 
àq dr âs ddr dd# ddf ddr 

dl> a?’ d? CIC ' quedu fecon ' 3 ^ d?i> 5?ï> à?’ d?î 

etc. en prenant confiant le différentiel df. 


. 90 /; U TI ON. 

Soit s l’appliquée qui répond à l’abfcifle indéfinie & pofànr 
q - p = àp> r - 2] + p — s - 3 r + 3 q - p = 

A 3 ye etc. valeurs qu’on trouve aifément en prenant les différences de la 
férié des appliquées, tant les premières que les fécondés, troiffemes 
etc. Celapoféj on fait qu’on aura: 

a — p + âp. & + A 2 /, 2fci2-j-A a^.fifcûjbl^etc. ou 
1 1.2 r 1. 2. 3 

* =/> + û?.<? + 

+ *V Cf 5 + '■<?= - «£) 

+ rl e i s />(f s - I0(?« + 35f 3 + 50 ^ + »♦£) 

etc. 

De là il eff aifé de lirer les valeurs différentielles de tous les ordres, 
6t pour le premier & fécond nous aurons : 


d z 
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” bp + iûV(a£ — i) + +■ a) 

+ tt û V( 4£ 3 — i 8 ^ s + 22 ^ — 0 

+t£g^ 5 XS(? 4 — 4°^ +ios^ a — ioo£ + 24) 
etc. 

J 57 — A V + Cfi* — O + *^.( 6 ^- 18 ^+ il) 

+ Tî ûs / , ( 2 S >3 — I2 ^ + 21 ^— IO). 

Maintenant, pofant fucceflîvement £* ” o, £* ” 1, ^ “ 2, etc. 
nous aurons ces valeurs différentielles pour les appliquées déterminées 
py q> r , f etc. 

du premier ordre: 

■jÇ = û/> — JAV -f ^Ay; — -{AV + i±‘p — etc. 

^ P " 1 " &^ 3 P "h Tr^^P — î l s^ s P 4 " sic. 

■q, = <v + l^’p + iiV - t'i ÛV + Ai'; 

|4 = û/> + i AV + -y + i û V - Ai'; 

du fécond ordre: 

= + ÛV — 5 *•> 

■pf ” ÛV * T! Û V "h ï’s&V» 

= A= 7 > H- Û V — t**V * 

^ = A S /> Tï^V- 

En- 
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Enfui-e du troifieme ordre: 


d V 

d^ 

d *J 

d 3 r 

d^ 

d 3 * 

d <? 3 


d V 
d + q 
d 4 f 
d 4 y 


1 — * 

vp 

— 

4 AV 

-4- 


— 

AV 

— 

4 AV 


i^P 



-H 

£ AV 

— 

i&p 

— 

AV 


V- 

<d 

fifa 





& 

du quatrième 

ordre : 

— 

A V 

— 

2 A V 


■ 

— 

AV 

— 

A V 



— 

A V 


• 



— 

AV 

-h 

A V- 




Ce Lemme nous fera d’un grand ufage dans la comparaifon de plu- 
fieurs lieux obfervés de la Lune, puifque par £on moyen nous ferons 
en érat d’aiîigner pour chaque lieu les valeurs différentielles, qui s’y 
rapportent: or celles du fécond ordre ne font que l'effet des forces 
qui agiffenc fur la Lune, ce qui nous mec en état de comparer les ob- 
fer varions avec la Théorie. Je m’en vai donc confidércr les formules 
différentielles, que la Théorie fournit pour le mouvement de la Lune. 


Mém. de l\4caJ, Tom. XIX, 
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FORMULES DIFFÉRENTIELLES 
qui expriment le mouvement de in hune. 

Soit A le centre de la Terre., & AB une ligne fixe tirée .vers l’é- 
quinoxe du printems ; Z le centre de la Lune , d’uù l’on abaifle au plan 
de l’écliptique la perpendiculaire Z Y, & de Y à AB U perpendiculai- 
re Y X. Pofons 

i la diftance AZ — v, 

2°. la latitude de la Lune ZAY ” tp Boréale; 

3 p . la longitude de la Lune Y" A X — <p. 

De ces trois élémens donnés par les obfèrvarions on définira les trois 
coordonnées AX r r; XY“ji, & YZ ~ s, de cette forte : 

a — 1> fin'jj; AYrt/ cof -J j ; y “ v cof-Jj fin (p ; xzzv cof;}; c.$>. 

En même tems foit S le lieu du Soleil, là diftance à la Terre AS ~ u s 
& fa longitude BAS “ ô, d’où l’on tire AR ~ u cof ô & RS 
~ u lin ô. 

Maintenant, pofant la diftance de U Lune au Soleil S Z ~ w, 
on aura w 2 “ (s cofô — x ) a -|- («finô — y ) 8 -f zc, 

ou bien w* rr 1 /U — i uv cof 4 > (cof 0 cof<p -f fin ô fin (J>) -f vv > 
ou îp” ~ — 2 uv cof 4> cof (p — ô) f tp. 

Soit t le tems écoulé depuis une certaine époque jufqu’à cette obferva- 
tion, pendant lequel le mouvement moyen du Soleil foit l’angle “ r, 
qu’on exprime en parties du rayon ,i ; & pofons la diftance moyenne 
du Soleil à la Terre ~ k. Enfin, foit A à B comme la mafle de la Ter- 
re à celle du Soleil, & la Théorie fournit pour le mouvement de la Lu- 
ne ces trois formules : 

■ d die* — Aé 3 x k 3 (*f cofô — r) k 3 cofô 

L dr“ “ Â+B ’ v 3 + w 5 ” "" P 


U. 


® *S? # 

ddÿ — Ak * . i 3 (« fin ô — y) ^ fin î 

dr* A-fB'» 3 w 3 uu >• 

„ dds — A/* 3 z k 3 z 

ffl * d 7 * “ Â+B ' ^ ^ " R ' 


Réflexions fur ces formules, 

I. Ayant donc exaftement obfcrvé le lieu de [a Lune avec fit 
parallaxe horizontale, on pourra déterminer par-là les quantités y, a:, 
y, a, & Tachant par la Théorie du Soleil fa diftance u avec Ta longitude 
$, on en tirera .la diftance u “ S Z. De là, en regardant la fraftion 

T-r-n — L comme connue, on calculera aifément ces trois va- 
A -f fi 

leurs: 

k 3 x k 3 (recoC$—x) , faco C$ 

F “ K V 3 «3 


UU 

_ k 3 y k 3 (u fin $ — y k 3 fini 

O X — p ; “T" 

^ V 3 w 3 . uu 


k 3 % . k 3 Z 

R — K — — 1 j 

v 3 w 3 

d’où l’on aura les trois égalités fui van tes: 


ddr — .. p. _ o 

dr 2 — 1 dr* — 


„ dde 

& dr 2 — ' ^ R * 


Iï. La Théorie nous fournit donc les valeurs diffère ntio ■ diffé- 
rentielles des trois coordonnées x } y, s, rapportées au mouvement 
moyen du Soleil, qui nous fert de mefure du tems. Donc, fi nous 
voulons exprimer le tems en jours, en pofanc le nombre des jours 
— puifque le mouvement moyen du Soleil dans un jour eft “ 
0,01720*8, .fi nous pofons cette fraition connue — n — o, 

Ff 2 or7* 
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0172028, de forte que lu " 8,2355^2, nous aurons* dr. “ 
»d£, & partant. 


dd# 


— »»P; 


ddy 


d<T 


= - »»Qj 



ffwR, 


III. Or, en employant plufieurs obfervations de la Lune , dont 
les intervalles de tems foient tous d’un jour, fi nous prenons x , y, s, P, 
CL, R, pour la première de ces obfervations, & que pour les Vivan- 
tes nous contentions les mêmes lettres en y ajoutant les fignes # , itl % 
etc. par le moyen du lemme précédent, nous en pourrons conclure 

les valeurs différentielles lefquelles devant être 

«f «f d f 

égales aux quantités — nn P, — un Q^, »»R, on verra jufqu’à 
quel point de prccifion les obfervations feront d’accord avec la Théo- 
rie, & cela fans fè fervir d’aucunes Tables Lunaires. Cette maniéré 
de comparer les obfervarions avec la Théorie mérite d’autant plus 
d’attention, qu’elle cft tirée immédiatement des formules différentiel- 
les fournies par la Théorie; pendant que les Tables n’en font formées 
que par approximation, & qu’elles renferment encore plufieurs élémens 
conclus par les feules obfervations: comme le mouvement moyen, 
l’excentricité de l’orbite, & fon inclinaifon moyenne à l’écliptique. 
Or, dans cette maniéré de comparer les obfervations avec la Théorie, 
nous n’avons befoin d’aucun de ces élémens. 


IV; Mais remarquons que nos formules renferment la fraétion 


A 

* “ A + B’ 


dont nous ne faurions connoitre la véritable valeur 


que par les obfervations: mais nous voyons auffi qu’une feule équa- 
tion nous en découvre la véritable valeur; & comme chaque obfcrva- 
tion donne trois équations, cette détermination fera d’autant plus cer- 
taine, furtout quand nous y employerons plufieurs obfervations. Par 
ce moyen nous découvrirons bien plus Purement le véritable rapport 

entre 


H 229 # 

- entre ïa maffe du Soleil B & celle de la Terre A, que par la méthode 
dont on s’eft fervi jufqu’ici pour cet effet. 

V. Enfuite on remarquera que, pour faire ufage de nos for- 
mules, il faut connoitre le vrai rapporr entre les diftances du Soleil & 
de la Lune à la Terre, u ô c r, qui eft inconnu fans doute tant qu’on 
ne découvre point la parallaxe du Soleil. Mais confîdérant comme con- 
nue la parallaxe du Soleil dans là moyenne diftance k, puifque les ob- 
fervacions nous donnent la parallaxe de la Lune, nous en tirerons d’a- 
bord le rapport entre les diftances k & r, & celui qu’il y a entre k 
& u eft donné par k Théorie du Soleil, ce qui luffit pour développer 
nos formules. Or on kit que la parallaxe du Soleil n’entre que pour 
forr peu dans le mouvemenr de la Lune, & partant il fufïïra de la con- 
noitre à peu près. Je fuppoferai donc la parallaxe du Soleil de 9^, & 
fa diftance moyenne à ia Terre k ~ 100000; dedans la même me- 
fure j’exprimerai la diftance de k Lune à la Terre. 

VI. On pourroit faire encore une autre hypothefè en fuppo- 
fànt k parallaxe du Soleil de 8 W , ou de io y/ , & calculer feparémenc 
plusieurs ob fer va ci on s fur nos formules pour voir quelle différence il 
en reluire : ce qui nous conduiroit peut-être à 1a route' la plus fure 
pour déterminer exactement k parallaxe du Soleil. Mais on compren- 
dra aifément que, pour cet effet, il faudrait employer des obfervations 
fi exaétes, que l’erreur n’en furpaflât point quelques fécondes, ce 
qui rend l’exécution de cedelfein prefque impoftible, à moins qu’en 
appliquant le même calcul à un très grand nombre d’obfervations , on 
n’en pùc tirer enfin une conclufion allez certaine. ' 

VII. Mais je m’en tiendrai ici au premier defïein, où il ne s’agir 
que de comparer les obfervations de k Lune avec k Théorie, fans au- 
cun fecours des Tables, &je fuppoferai la' parallaxe du Soleil ~ $ fi 
dans fa moyenne diftance è — 1 00000, & partant rour revient à 
trouver de bonnes obfervations de la Lune. Or, puifque les Tables de 
feu M. Meyer fonr reconnues pour donner les lieux de k Lune à une 
minute près, & que lesConnoiffances des mouvemens célcftes de Mr. 

Tf 3 delà 
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tfc U Lande (ont calculées fur ces Tables, je regarderai les lieux de U 
Lune qui y font affignés pour chaque midi, comme des obfervations 
immédiates : vu que des obfervations a&uclles pourroicht bien être 
moins exaétes. Outre cela, j’en retirerai auflî cet avantage, que tous les 
intervalles de tems entre ces observations font égaux entr’eux & préci- 
Éementde 24 heures, ce qui fournit une grande commodité pour le 
calcul, que j’ai déjà arrangé en forte que l’unité , par laquelle je mefu* 
re ie tems , eft un jour, qui donne en même tems les intervalles égaux 
pris fur Taxe de la courbe confédérée dans le L#mme. 


VIII. Ayant donc tiré de laConnoiflkice desmouvemens céle- 
ftes de l’an 1765, fix lieux de la Lime depuis le 31 Juillet jufqu’au J 
Août, j’ai calculé pour chacun les trois coordonnées x, a, pour 
ea conclure leurs valeurs différentielles du fécond degré, dont voici 
le calcu 

b*x 

Juil. 3 1 ' 

Août 1 

2 

3 

4 

5 


X 

Ax ■ 

A*x 

A’x 

A** 

1 13.69 
166,97 

2 I 0,09 

240.69 
® 57,08 
258 , 4 ! 

53) 2 8 
43,12 
30,60 
16, 39 
i ,33 

— io, 16 

— 12,52 

— 14,21 

— 15,06 

-2,36 
— 1,69 

-0,85 

+ 0,67 
"f °j 84 


+ 0,17 


d’où je tire pour la féconde obférvation du 1 Août la valeur différen- 
tielle; 


zz A*x — &A*x -h — — 10,20. 

d S 

Or, pour cette même obférvation, je trouve P zz <t K — 290, t où 
fa zz 10,0356834; dune inna zz 6,5068*618 & 290, 1 nn zz 
0,086 , de forte que 

— 10,20 zz — nnaK -J- 0,086 ôc ftnah — 10,286, 

Ôc partant ^ ZZ 311346 ou lK — 4 , 5053647 . 

K 


fX. 


31 

IX. De la même maniéré je fais te calcul pour les coordon- 
nées y: 

y 

juii.31 —215,005 
Aoûci —184,039 

2 — 137,558 

3 ~ 83>4i4 

4 — 24,294 

î + 35,8-2 J 

d’où :zr + ii,35o. Or Q^zz — + 37-, 7 j où 

— 10,0779488; donc /»»£ ZZ 5,5491472 & 372,7»» no, 
1103. Par conféquent 11,360 zz ë»//\ — 0,1103 ou ShkK 

rz 1 1,470, & partant zz 308730 ou /K zz 4, 51041 62» 


&y 

û*jy 

A 3 jy 1 

{ 


+ 34,566 
+46,041 

+ 54,584 
+ 59,120 
+60,1 19 

+ 11,075 
+ 8 , 543 
+ 4,536 

+ 0,955 

-2,532 

-4,007 

“3,537 

f “i,47 S 
-10,470 

+ *,$45 


X. Pour la troifiemc coordonnée a, nous aurons 



a 

As 

A ! s 

A 3 s 

A*s 

Juil.31 
Août 1 

2 

3 

4 
î 

“ 14,5 543 

— 5,7545 

— 4,3 3 1 3 
+ i ,3483 
+ 6,9458 
+12,1053 

+ 4,7558 

+ 5,4232 
+ S, 675 6 
+ 5,6015 
+ 5,1555 

'+0,6234 
+ 0,2564 
— 0,078 r 
—0,4420 

— 0,3670 

- 0,3345 

-0,3639 

+ 0,0325 

—0,0294 


Donc 


dds' 

d<T 


rz 0,6234 — 0,0027 “ 0,0051 — o, 6 1 î 6. Or 


R — — yA. — 5 , 274 . & /y ZZ 8,8022397, donc ïnny ”5, 
2734381 & 9,274 nn ~ 0,00274 & pariant 0,61 j6zz «wyA. 

— f- 0,00274 ou »«yA ZZ 0,61286. Par confcquent ~ 

306250 & ÏK ZZ 4,5139232* 


A*» 


0,0619 


coy 


CONCLUSIONS, 

X. .Voilà donc trois valeurs que les fix. obfervations choifies 
nous foümiflent pour la fraftion X, qui à la vérité ne font pas trop 
d’accord entr’elles, mais la différence n’eft pas pourtant fi grande, 
qu’elle ne puifle être attribuée aux erreurs des o b fer va rions , en fuppo- 
(ànt même que ces erreurs ne furpafTcnt point une minute. Le milieu 

entre ces trois valeurs étant — 305108, on en peut conclure 

avec afTez d’afTurance , que la maffe du Soleil furpafle 305108 fois la 
maffe de la Terre, en fuppofanr la parallaxe du Soleil de 5 // . Si l’on 
vouloir fe donner la peine de faire le môme calcul fur d’autres ob fer- 
varions, & prendre le milieu des trois réfulrats qu'on en tire, on 
parviendroit à un rapport plus exaét entre la maffe du Soleil & celle 
de la Terre. 


2. Ntwfùtt^ en fuppofont la parallaxe du Soleil dcio /; , trouve le 
rapporr de la maffe du Soleil à celle de la Terre comme 227? t 2 à 1: 
qui pour la parallaxe de 5" devroit être augmenté en raifon de 
100 - à 725, d'où ce rapport feroit de 312088 à 1, ce qui s’accorde 
afiez bien avec ce que je viens de trouver. Or, puifque Newton a tiré 
fa détermination du mouvement moyen de la Lune, elle eft fans dou- 
te plus exacte que celle que j’ai trouvée ici. 


3. Ayant trouvé la véritable valeur du nombre X, *n fora en 
état d’exécuter les opérations que j’ai propofoes autrefois, par le 
moyen dcfqucllcs, en connoifTanr le lieu 6c le mouvemenr de la Lune 
pour une époque donnée , on peur déterminer les mêmes chofos pour 
un aurre tems qui n’en eft pas trop éloigné, comme pour le jour fui- 
vant. Car, foient pour l'époque donnée la di fiance de la Lime à la 


Terre ;n v, les truis coordonnées x, y, s, leur valeurs différen- 
tielles ^ & pour un tems de g* jours après, pofant les 

trois coordonnées X, Y, Z, on aura: 1 





X rz JT + 


& 



(àx £*ddjr , <' 3 d 3 Jf d 4 Jf 

dj" + 7d^" + Sic? + 2 ^ 

df , £üf , Ci_ d ^5 , ÎL^lî. 

d£ t 2d£ 3 6d T 


+ etc, 
■f etc. 


, dd x 

Or, la Théorie donnant -^-5 — 
^ - — — — n«R, on obtient 

àc ’ 

, cif 


X=AT + 


d £ 


p dX d x * g p 

& â?-d f - B ^ p - 
& ainfi des autres coordonnées. 


— »ffP, 



— »«Q^ & 


B»£*dP WW^ 4 ddP 

6d£ 24d^ a_ 

«»^ a dP »»^ 3 ddP 

TdT 6 d 


4, Maintenant, ayant pour le midi du premier d’Aoûc 1765 
à Paris, 

x rr - 4 - 166 , 970 ; y = — 184 , 039 ; * = — 9,7545 

& de là parles obfcrvations; 

d x , d y . - d a 

*, 5 — “H 3 6 ; 05» ; ^“-4-40,316; jj_- 4 -î,rs» 83 . 


Enfuite nous avons 

P ” + 34496; Q^— — 37968; R “ — 2041,4 

& par les obftrvaiions rapportées on pourroit encore trouver les va- 
leurs différentielles de P, , R. 


Delà, pour $* jours après le r Août, on aura 
X — -H 166,570 “h 36,050^ — S, 104^ 

Y — — 184,0.39 4” 4 °i 3 i 6$ > 4- 5,6 i 8^ 

Z — 9, 75454 - Î,i 98 î£ 4 ~ 0,3020$’$' 

JMftw, JtVAei. Tom.XIX. G g & 
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dx 

dY 

dZ 


& les valeurs différentielles 
-h 3 6 j°5o — 10,208 


4- 40,316 4- 11,236 

4 - 5? 1582 4 - o, 6041 


i 

e 

i- 


5. J’obfèrve donc que fi l’on ne veut fè fervîr que des trois 
premiers termes des formules pourX, Y, Z, on ne finirait p aller per 
un intervalle d’un jour entier, puifque les termes négligés feroient en- 
core trop confidérables. Il ne conviendroit donc point de prendre 
ces intervalles plus grands que de 2 heures; on les pourrait prendre 
plus grands, fi l’on vouloir encore introduire dans le calcul les valeurs 



dQ_ dR 


mais 


barrafle* 


alors le calcul même deviendrait plus «ro- 



EX* 




